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Presentacion

Uno de los resultados fundamentales del Andlisis Matemadtico es el Teorema de Aproximacion
de Weierstrass un resultado con muchas aplicaciones en varias dreas de las matematicas. Y nuestro
primer capitulo estd dedicado a la demostracion de este importantisimo teorema. L.a demostracion de
este teorema esta basado en [1].

El Teorema de Aproximacién de Weierstrass establece que cualquier funcién continua en un intervalo
[a,b] C R se puede aproximar de manera uniforme por polinomios en dicho intervalo. El concepto
clave y central de este teorema, y sobre todo de este trabajo, es el concepto de convergencia uniforme.
En esta tesina se enuncian y demuestran resultados cldsicos y algunos otros de gran interés, relacio-
nados con la convergencia uniforme. Es importante que el lector este familiarizado con este concepto
y que cuente con los conocimientos equivalentes a un curso de Andlisis Real, un curso de Andlisis
Funcional y Anélisis Complejo.

En el segundo capitulo se demuestran resultados que generaliza el Teorema Clédsico de Korovkin,
vednse los teoremas 2.4, 2.6 y 2.7, estos resultados son muy relevantes ya que apartir de ellos pode-
mos demostrar otros resultados que son considerados cldsicos en las matemédticas como es el Teorema
de Aproximacién de Weierstrass, el Teorema cldsico de Korovkin y el Teorema de Fejer. Ademds de
que en este trabajo se obtuvieron aplicaciones de gran interés en la probabilidad.

El tercer capitulo estd dedicado a la demostracion del Teorema de Fejer, comenzando con un breve
repaso por conceptos claves, como lo son las series de fourier y el kernel de Dirichlet, viendo como

se relacionan y desarrollando teoria y resultados que nos permite demostrar el Teorema de Fejer.

En conclusion, las generalizaciones del Teorema de Korovkin nos proporciona una nueva herramienta
para establecer condiciones y obtener resultados que tienen que ver con la convergencia uniforme.
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1. El Teorema de Aproximacion de Weierstrass

En esta seccién mostraremos las ideas originales de la prueba del Teorema de Aproximacién de
Weierstrass. Este teorema, que es sumamente importante, tiene muchas aplicaciones en varias dreas
de las matematicas, ya que los polinomios son funciones con una estructura muy sencilla de entender
y estos pueden aproximarse a cualquier funcién continua (definidas en un intervalo [a,b] C R) por
muy complicada que ésta sea.

Notacion 1.1. Sea f: R — R una funcién uniformemente continua y acotada, entonces para iz > 0

definimos )
S u x) d ‘
nf(x = NG / u

En términos probabilisticos observamos que la funcién S, f(x) es la esperanza de la composicién de

.. . . . 2
la funcién f con una variable aleatoria normal con pardmetros t =xy 62 = % Antes de demostrar
el Teorema de Aproximaccion de Weierstrass veamos el siguiente teorema.

Teorema 1.2. Sea f : R — R es una funcién uniformemente continua y acotada. Entonces Sy, f
converge uniformemente a f cuando & | 0.

Demostracion. Sea € > 0, entonces por la continuidad uniforma de f existe 6 > 0 tal que para toda

£
x,y € Rcon |x—y| < § se sigue |f(x) — f(y)] < 5 Supongamos que |f(x)| < M para toda x € R.

Usando el hecho de que [~ eVdy = /T, se obtiene

T du=1.

el

Lo cual implica que podemos escribir

Sea hg > 0 tal que hy < ggﬂ‘//ﬁ entonces

1 * (u—x\2
i)l < 5 |16 = @l U7 a

_ b e ()
= wE ‘xfu‘<5|f() f(x)le du
b _ e ()

im0 = e )
€ 1 _(u—=x)?

SR 1 UOROT () du
£, 2M o~ ()

=3 h\/_ l—u|>8 du

K 2M 7Vzd

= 54—% |v|2%e v



Observamos que %%MZ% < |v\x|v|2%, por lo tanto

h 0 h
/ eVdv = - e dv< = lvle™ Y dy,
>4 0 Jy=g h 8 Jp=3
Por lo tanto
£ 2M 2
Sifx)—fx) < —+—= e "dv
i@ -sWl < s+ 2]
€ 2Mh 2
—+—= vie " dv
2 6w /py=3 i
< 8+4Mh * 2 8+2Mh<8
= veldv=—-+—=
- 2 6ymlo 2 6w
esto se cumple para toda 0 < i < hg y para toda x € R.
O]
Teorema 1.3. (Teorema de Aproximacion de Weierstrass) Sea f : [a,b] — R continua. Entonces

existe una sucesion de polinomios que converge uniformemente a f en [a, b].

Demostracion. Primero vamos a extender a f a una funcién uniformemente continua y acotada en R
definiendo f(x) = f(a)(x—a-+1)en[a—1,a), f(x)=—f(b)(x—b—1)en (b,b+ 1]y f(x) =0en
R\ [@— 1,0+ 1]. Observamos que existe R > 0 tal que f(x) = 0 para |x| > Ry existe M > 0 tal que
| f(x)| < M para toda x. Sea € > 0, entonces por el Teorema anterior existe sy > 0 tal que para toda
x € R se tiene [Sp, f(x) — f(x)| < §. Como f(u) = 0 para [u| > R, entonces

2
Sho f (x / fu ) du.

’ hox/_
Por otro lado, la serie de potencias de e converge uniformemente en [_h—ZOR, i—’;], entonces existe N
tal que

u—x? N (1 fu—x\ %k

167<W)— 1 Z(l) u—x __¢
hoy/T hov'm =, k! ho 4RM

para toda |x| < Ry para toda |u| < R. Como en este caso |u — x| < 2R implica

N1k fu—x\* R €
Siof(3) hfj §k!(%)mts[ywmwu

R eM €
du==
/_ T

para toda |x| < R. Si definimos

1 R No(=D* fu—x 2k
P(x) .—m/_Rf(u)k;) - (ho ) du.

Entonces P(x) es un polinomio de grado a lo mds 2N tal que Sy, f(x) — P(x)| < § para toda |x| < R.
Por lo tanto | f(x) — P(x)| < |f(x) — Sk, f(x)| + |Sh,f(x) — P(x)| < € para toda x € [a,b].

]



2. Generalizaciones del Teorema de Korovkin

En esta seccién mostraremos los resultados que generaliza el Teorema clédsico de Korovkin, vedn-
se los teoremas 2.4, 2.6 y 2.7. Estd seccion y la que sigue estdn basadas en el articulo [5]. Nuestra
contribucién fue generalizar el Teorema 2.1 de dicho articulo, donde se considera al espacio métrico
un compacto y lo que hicimos es estudiar que tan flexible es dicha condiciéon. Vimos que la compaci-
dad puede ser remplazada por la propiedad de que nuestro espacio métrico sea acotado. Mds aun, si
tratamos de extenderlo a espacios métricos arbitrarios veremos que no se va acumplir para toda fun-
cién continua, ¢, pero si, para funciones continuas crecientes, una restriccion que vale la pena asumir.

Dado un espacio métrico (X,d). Denotamos por I1(X) al conjunto de funciones uniformemente con-
tinuas y acotadas definidas en X y que toman valores en los reales. A TTI(X) se le puede dotar de una
estructura de espacio vectorial junto con la norma del supremo, la norma del supremo la denotamos
ast || -]

Notemos que si (X,d) es un espacio métrico compacto, entonces el conjunto de funciones continuas
definidas en X y que toman valores en los reales, denotado como C(X), coincide con IT(X), es decir
C(X) =TII(X). Algunos subespacios importantes de mencionar de I1(X) son las funciones con sopor-
te compacto y las funciones que se anulan en el infinito, veamos la definicién de este dltimo tipo de
funciones.

Definicion 2.1. Sea (X,d) un espacio métrico. Sea f € C(X) decimos que f se anula en el infinito
si para toda € > 0 el conjunto {x € X : |f(x)| > €} es compacto.

Pasemos a la definicién de uno de los conceptos imprescindibles del anélisis matematico, el concepto
de bola abierta.

Definicién 2.2. Sean (X,d) un espacio métrico, xo € X y € > 0. Definimos la bola abierta en X
con centro en xq y radio € como el conjunto

Be(xg) :={x € X :d(x,x0) < €}.
El complemento de un subconjunto A de X, lo denotaremos como A€, es decir
A ={xeX:x¢A}.

Proposicion 2.3. Las funciones que se anulan en el infinito son uniformemente continuas y aco-
tadas.

Demostracion. Sean f € Co(X)y € > 0. Entonces el conjunto K := {x € X : | f(x)| > §} es compacto.

Sea x € K, entonces por la continuidad de f existe 6, > 0 tal que | f(y) — f(x)| < § si d(y,x) < O, es
decir, si y € Bg_(x).

Tenemos que K C [J,cx Bs,(x) donde sy := % Como K es compacto, existe F/ C K finito tal que
K C Uyer Bs, (x). Sea 6 := minyep{s,}, claramente & > 0.

Sean y,z € X tal que d(y,z) < 0. Entonces hay dos casos a considerar.



Caso 1. Supongamos sin pérdida de generalidad que y € K. Entonces existe x € F tal que y € By (x).
Demostremos que z € B (x).

En efecto, se tiene
d(Z7x) < d(z,y) +d(y,x) <O+ sy < syt se=0x
Es decir, z € Bs, (x) y como By, (x) C B (x) implica que y,z € Bg_(x). Por lo tanto,

f)=f@)] < |f ) =S+ () = f(2)]

(v
< —|— £ £
2 2
Caso 2. Supongamos que y,z € K¢. Entonces por definicién de K, |f(y)| < § y [f(z)| < §. Por lo

tanto,
&

If(y)—f(Z)lSlf(y)lJrlf()|<2 5 =¢&

Por lo tanto, f es uniformemente continua. Por otro lado, como f es continua y K es compacto
entonces f alcanza un méximo en K, es decir existe xo € K tal que |f(x)| < |f(xo)| paratodax € Ky
si x € K¢ entonces |f(x)| < § <|f(x0)|. Porlo tanto f es acotada. Y por la arbitraridad de f € Co(X),

concluimos que las funciones que se anulan en el infinito son uniformemente continuas y acotadas.
Es decir Cp(X) C II(X). O

Ahora demostraremos las versiones que generalizan el Teorema clasico de Korovkin.

Teorema 2.4. Sea (X,d) un espacio métrico. Sea @ : [0,00) — [0,o0) es una funcién continua
creciente tal que ¢(t) > 0 parat > 0. Sean {1, },en xex una coleccion de medidas finitas de Borel en
X. Definimos

= [ plate)dio)
para x € X. Supongamos que se satisface:

i. 1}(X) — 1 uniformemente en X cuando n — oo.

ii. y,(x) — O uniformemente en X cuando n — co.

Entonces para toda f € I1(X) tenemos que
/ f(y)du,(y) = f(x) uniformemente en X cuando n — co.
X

Demostracion. Sea f € I1(X) entonces como f es uniformemente continua, dado 1 > 0 existe § > 0
tal que |f(x) — f(y)| < n sid(x,y) < 8. Dado que @ es creciente, entonces para cada x € X tenemos

PO B < [ o)) < vl 1)
Tenemos,

 F0)E6) =10 = [ (FO0) = £ )R 0)+ £ () = 1)

Esto implica que

‘/f iy

9] < [ 1£0) =0 + 1711300 — 1



Ahora tratemos de desarrollar [ |f(y) — f(x)|du; ().
J 0 =g laio) = [ 1700 = Fdi )+ [ 170) =S @lami)
Por un lado
[ 1F0)— FOOIdRE0) < M (B(x)) < ma(0) =+ ma00) - 1)

Y por otro lado, como ¢(8) > 0 ya que 8 > 0 tenemos por (1).

X X C 2||f’
/B%(x) f ) = f)lda, (v) < 2| fll1, (Bs (x)) < Wllfn()o

S

Esto implica que

[0t -] <m0 -1+ S v+ 110 -1
i ?(0)
21 x
S )+ 1+ LD 1

Dado € > 0 escojemos 1 < % y fijamos & de la continuidad uniforme de f. Usando las hipétesis (i) y
(i1), existe N € N tal que para toda x € X y paran > N tenemos

M+ 1Dk X)—1] < g
2| £ €

Por lo tanto, para toda x € X y n > N tenemos que

[ s0aui) - 10| <

]

Aunque a primera vista el solo considerar funciones en IT(X) puede llegar a ser una condicién algo
restrictiva, recordemos que la aproximacion que se da a dichas funciones es uniforme y que estdn
definidas en un espacio métrico arbitrario, es decir, es una conclusion muy "fuerte".

Veamos en el siguiente ejemplo que el Teorema 2.4 no se cumple si f € C(X).

Ejemplo. 2.5. Consideremos a los nimeros reales R con su métrica euclideana | - |. Sea d, denota
la medida de Dirac concentrada en x € R. Es decir, si £ C R, entonces

5 — 1 sixeE
Y10 six¢E

Seanx € R,n € Ny p € (0,1) definimos

== pdc+(1—p)d, 1.

n

Es claro que
t(R)=p+1-p=1

5



Es decir, se satisface la condicion (i) del Teorema 2.4. Sea ¢(t) = ¢, entonces

:/ x = yldp, (y) = p(x—x) + (1 = p) (X+%—x) _1-p

n

Por lo tanto ¥,(x) = —2£ converge uniformemente a 0 en R. Por el Teorema 2.4 tenemos que para
toda funcion f € IT(R )

/Rf(Y)dH,f(y) =pfx)+(1—-p)f <x+ %) — f(x) uniformemente en R cuando n — oo.

Por otro lado, sea f(y) = y?, es claro que f € C(R) pero f ¢ II(R). Definimos

:/Rf(y)duz‘(y) = P4 (1-p) (H'lf)z
- x2+(1—P)(2n_x+i2)'

n

Sea m € N, entonces

fulm) = f(m)| = \m2+<1—p> (77)_”12

2 1
= (1-p) (—m—l——2> — oo cuando m — oo,
n o n

Por lo tanto concluimos que f,, no converge uniformemente a f en R. Es decir, si f € C(X) no nece-
sariamente se cumple el Teorema 2.4.

En nuestro Teorema 2.4, si queremos tener mds flexibilidad en nuestra funcién @, es decir, quitar la
condicién de que @ sea creciente, en este caso ahora tenemos que modificar el "tamafio"del espacio
métrico (X,d) para que se siga valiendo el Teorema 2.4. Entonces otra variacion del Teorema 2.4 es
la siguiente.

Teorema 2.6. Sea (X,d) un espacio métrico acotado. Sea @ : [0,00) — [0,00) es una funcién
continua tal que ¢(¢) > 0 para ¢ > 0. Sean {ll;, },en rex Una coleccién de medidas finitas de Borel en
X. Definimos

yal) = | @l y))du0)
para x € X. Supongamos que se satisface:

i. 1}(X) — 1 uniformemente en X cuando n — oo.

ii. y,(x) — O uniformemente en X cuando n — eo.

Entonces para toda f € I1(X) tenemos que
/ f(»)du,(y) — f(x) uniformemente en X cuando n — co.
X

Demostracion. La demostracion es andloga al Teorema 2.4 con excepcion de que la desigualdad (1)
la vamos a remplazar por

@B < [ Qe n)di0) < Yl

donde «(8) := min,c(s giam(x)) P(t), observamos que (8) >0 si 6 > 0. En el resto de la prueba se
remplaza @(0) por ¢ (9). O



A partir del Teorema 2.6 se sigue el siguiente Teorema 2.7 que es el que nos sirve para demostrar las
versiones de los Teoremas de Korovkin, el Teorema de Weierstrass y el Teorema de Fejer.

Teorema 2.7. Sea (X,d) un espacio métrico compacto. Sea ¢ : [0,00) — [0,0) es una funcién
continua tal que ¢(¢) > 0 paras > 0. Sean {l;; },en rex Una coleccién de medidas finitas de Borel en
X. Definimos

val) = [ o(d(xy)di(y)
para x € X. Supongamos que se satisface:

i. 1}(X) — 1 uniformemente en X cuando n — oo.

ii. ¥, (x) — 0 uniformemente en X cuando n — .

Entonces para toda f € C(X) tenemos que
/ f(y)du,(y) = f(x) uniformemente en X cuando n — co.
X

Demostracion. Hacemos notar que un espacio métrico compacto es acotado y I1(X) = C(X). O

2.1. Aplicacion 1: Teorema de Aproximacion de Weierstrass.

Sea X = [0, 1]. Sea &, la medida de Dirac concentrada en x € X.

Definimos, paran € Ny parat € [0,1],

[t = $4(2)ea-r

J=k=1 =1}

Es decir, [y sdul(s) =t.



Afirmamos que [y s’du!(s) = L((n— 1) +1).

/X stdi(s) = ik—z(Z)tk(l—t)”_k

k=0
Lok (n—1\
= = (1 =)k
,;n(k—l) ( )
t _}’l—l . I’L—l J I’l*l*j
=k=1] = —[Y G+ . |/(1-1)
n|izo J
n—1 n—1
1\ . . —1\ . .
=L Z](n )tf(l—t)"lerZ(n. >t1(1—t)”1f
n1j=o J =0 J
[n—1 -1 ) )
n|i= J

Sea B := Z’};% j(";l)tj(l —1)"~'=J. Primero desarrollaremos B.

Observamos que
(n—1\ (n—1)! (e (n—2)! (e n—2
’< j >_(j—1)!(n—l—j)!_( g ( 1)(‘ >
Entonces;

=RV
n—1 l’l—2) )
= (n—1)t (1 =120
=g (7)o
. = n—2 m n—2—m
m=j—1] = (n—l)tm_o( . )t (1—1)
= (n—1)

Por otro lado, |
4 t
A=-B+1]=—-[(n—Dt+1]=—[(n— 1)+t
LB 1= L et 1) = (- 1R 41
Por lo tanto, [y s>du(s) = L[(n— 1)t> +1]. Fin de la afirmacicn.
Sea ¢(t) = t*. Entonces

) = [ (=9%ui(s)

= Pup0) -2 [ saui(s)+ [ S
X X
—t2

1 t
= 2224~ [(n— 1) +1] =
n

es decir, y,(t) = %, observamos que t — % < }1 para toda r € [0, 1], esto implica que W, (1) < ﬁ para
toda 7 € [0, 1]. Esto implica que y,(f) — O uniformemente en X cuando n — oo.



Por el Teorema 2.7, para toda f € C(X) se tiene

/ f(s)du! (s) — f(¢) uniformemente en X cuando n — oo
b'¢

es decir, B,(t) = Yo f (&) (})t*(1 —1)"~* — f(t) uniformemente en X cuando n — c. Las funcio-
nes B,(t) son los conocidos polinomios de Berstein. Esto demuestra el Teorema de Weierstrass, la
cual establece que cualquier funcién continua en [0, 1] puede ser aproximada uniformemente en [0, 1]
por una sucesion de polinomios.

Ahora demostremos el Teorema clasico de Korovkin.

2.2. Aplicacion 2: Teorema Clasico de Korovkin.

Teorema 2.2.1. Sea {i; };c[0,1] ey una coleccién de medidas finitas de Borel en [0, 1] tal que
/[ o s'du! (s) — t' uniformemente en [0,1] cuando 1 — oo
parai =0, 1,2. Entonces para toda f € C|0, 1] tenemos
/[0 ; f(s)dul (s) — f(¢) uniformemente en [0,1] cuando n — .
Demostracion. Parai =0,

/[ ]s"du,’l(s) = u!([0,1]) — 1 uniformemente en [0,1] cuando n — oo
0,1

Sea @(t) = 12, definimos
() = | (=P
[0,1]
= o) -2 [ sdui)+ [ Pau)
[0,1] [0,1]

— 1> — 21> +1* = 0 uniformemente en [0, 1]

Se satisfacen las condiones de Teorema 2.7, entonces para toda f € C|0, 1] se tiene
/ f(s)dul(s) — f(¢) uniformemente en [0,1] cuando n — oo.
[0,1]

O]

Teorema 2.2.2. (Teorema cldsico de Korovkin) Sean A, : C[0,1] — C|0, 1] una sucesién de
mapeos lineales positivos tal que

lim JAufi— £l = 0
donde fi(t) =t parai=0,1,2. Entonces para cada f € C[0, 1] tenemos
lim [Auf — £ = 0

9



Demostracion. Paracadat € [0,1] y para cada n € N definimos L, , : C(X) — R dada por L, ,(f) :=
(A,.f)(t) el cual es un funcional lineal positivo. Entonces por el Teorema de Representacion de Riez
(ref. Rudin [6]), existe ! medida de borel finita en [0, 1] tal que

Lf) = ADO = [ F5)dui(s).

(0,1]

Por hipétesis tenemos que 1im,, . ||A,.f; — fi|| = 0 donde f;(¢) = parai =0, 1,2. Es decir, f[o.,l] fils)dul(s) —
fi(¢) uniformemente en [0, 1] cuando n — ooy con i = 0, 1,2. Entonces por el Teorema 2.2.1, para toda
f € C[0,1] tenemos

/[ ] f(s)dul(s) — f(¢) uniformemente en [0,1] cuando n —
0,1

Es decir, lim, e ||A,f — f|| = 0. O

2.3. Aplicacion 3: Probabilidad.

Proposicion 2.3.1. Para cada x € R, sea {Y; , },en una sucesion de variables aleatorias, definidas
en algin espacio de probabilidad, que satisfacen

a) paratoda n € N se tiene que E(Y, ,) = x.
b) para toda x € R se tiene Var(Y, ) < a(n) — 0 cuando n — co.

Entonces para toda f € II(R) tenemos que
E(f(Yxn)) = f(x) uniformente en R cuando n — oo.

Demostracion. Para cada x € Ry n € N sea u;; la distribucién de Yy ,. Tenemos que 4, es una me-
dida de probabilidad en R, es decir w, (R) = 1 por lo tanto se satisface la hipétesis (i) del Teorema 2.4.

Veamos que existe una funcién continua creciente ¢ : [0,00) — [0,00) tal que @(z) >0siz >0y sa-
tisface la condicion (ii).

Sea @(t) = 12, entonces

) = [ =u0)

= xzy,’f(R) —Zx/Rydu,f(y) —l—/Ryzdl«l;f()’)
— P —2E(Y,,) +E(Y2,)

pora) = —X2 + E(sz,n)
= — 4 Var(Y,,) + EX(Y,,)

pora) = Var(Yy,).

Por lo tanto, y,(x) = Var(Yy,) < o(n) — 0 cuando n — o, es decir Y, (x) — 0 uniformemente en R
cuando n — oo,

10



Entonces por el Teorema 2.4 tenemos que para toda f € I1(R) se tiene que
/ Ff(y)du, (y) — f(x) uniformemente en R cuando n — eo.
R

Es decir,
E(f(Yy,)) — f(x) uniformemente en R cuando n — co.

O

Corolario 2.3.2. Para cada x € R sea {Z, , } ,«n una sucesién de variables aleatoria independientes
e identicamente distribuidas (v.a.i.i.d.) con media x y varianza 62, tal que sup, g 62 < c. Definimos

paracadan € N,
1

- Z ZZXJ.

i=1
Entonces para toda f € I1(R) se tiene

E(f(Zyy)) — f(x) uniformemente en R cuando n — co.

Demostracion. Sea M := sup, g 62 < . Por un lado,

1 n
——ZE ——nx—x

Es decir, se satisface la condicién a) de la proposicion anterior. Por otro lado, para toda x € R se tiene

1 n
Var :—22 nnG < —.

Por lo tanto, para toda x € R se tiene que Var(Z, ,) < %” — 0 cuando n — oo, es decir se satisface la
condicién b) de la proposicion anterior.

Por lo tanto se sigue de nuestra proposicion anterior que para toda f € II(R) se tiene

E(f(Zyn)) — f(x) uniformemente en R cuando n — oo.

Ejemplo 2.3.3. Para x € R, sea {U, , } ,cry una sucesion de variables aleatorias tal que

1 1
Uy, ~ Unif (x— —,x+—> ,

n n

es decir Uy , tiene distribucién uniforme y continua en el intervalo (x — %,x + %) Tenemos que

1 1 1
E(Uxm) = E (x_ Z+X+ ;l) =

2
(rei-(=1)
Var(Uyx ) = = Al = .
ar(Usa) 12 312
Concluimos por la Proposicién 2.3.1, para toda f € II(R) se tiene que

E(f(Uxn)) — f(x) uniformente en R cuando n — oo.

11



Es decir,

I
g /x in f(y)dy — f(x) uniformente en R cuando n — oo.
Ejemplo 2.3.4. Para x € R, sea {X , } ,ciy una sucesion de v.a.i.i.d. tal que
Xen ~ N(x, 62)
es decir X, , tiene distribucion normal con media x y varianza 2. Sea X xn = rl,):?:l X,; no es dificil
demostrar que X, ~ N(x, %2), vedse [3].
Por lo tanto, para toda f € II(R) se tiene que

n(y 2

n o0 y—x) .
v / f(y)e 202 dy— f(x) uniformente en R cuando n — co.
V2162 J—e
Como observacion tenemos que este tltimo ejemplo proporciona otra demostracion de nuestro Teo-
rema 1.2.

12



3. El Teorema de Fejer

En esta seccion demostraremos el Teorema de Fejer aplicando los teoremas de tipo Korovkin de
la seccion anterior.

Denotamos por Cp,.[—7, 7] al espacio de las funciones continuas con periodo 27 las cuales estan
definidas en el intervalo [—7, 7] y que toman valores en los reales. Si f € Cpe,[— 7, 7], su transformada
de fourier est4 dada por;

~ Z ay cos(kx) + by sin(kx)),

2
donde
1 T
ap = E/ f(t)cos(kt)dt,para k € {0} UN,
L
by = %/ f(t)sin(kt)dt,para k € N
—TT
Observamos que para enteros negativos k, tenemos ay = a_x,by = —b_; y bg = 0.

Sea {s, }» la sucesion de sumas parciales de la serie de Fourier de f, es decir;
ap | v .
Sp(x) := 5 + Z (ax cos(kx) + by sin(kx)),
k=1

y sea ¢ := 3 (ax —iby) = 5= [*, f(t)e " dt, donde i* = —1.

Definicion 3.1. Definimos el kernel de Dirichlet como;

k=—n

Vamos a reescribir la sumas parciales de Fourier de f en términos del kernel de Dirichlet.

Lema 3.2. Paracadan € N,

Demostracion. Por un lado tenemos que

n n
~ 1
Z cre’™ = Z E(ak — iby)(cos(kx) + isen(kx))
k=—n k=—n
1 n
= 3 Z ay cos(kx) 4 by sen(kx)) + Z ay sen(kx) — by cos(kx))
k=—n k——n
Afirmamos que
1 & ap | v -
5 Z agcos(kx) + by sen(kx)) = > + Z (ag cos(kx) + by sin(kx)) y (2)
k=—n k=1
i n
Z agsen(kx) — bycos(kx)) = 0. 3)

13



Recordemos que ay = a_i, by = —b_; y by = 0, esto implica que

l\)l'—‘

n 1 —1
Z aycos(kx) + by sen(kx)) = 3 Y (axcos(kx)+ by sen(kx)) + —
k=-—n k=-—n
1 n
+§ ]; (ax cos(kx) + by sen(kx))

—

(a_gcos(—kx)+b_ysen(—kx)) + %0

~
I

I
| =
-

% (arcos(kx) + by sen(kx))

+
>~
l

(a cos(kx) + by sen(kx)) + %

I
| =
1=

»—LTT‘
—_

+= Z ar cos(kx) + by sen(kx))
25
0 n
= 5+t (arcos(kx) + by sin(kx)).
k=1
I = [ bO
Ek;n(aksen(kx)—bkcos(kx)) = Ekgtl(a_ksen(—}’oc)—b_kcos(—kx))—i?
ron
+% k;l (arsen(kx) — by cos(kx))
| & bo
= —Z( agsen(kx) + by cos(kx)) —i—
25 2
l' n
+§ 1;1 (ax sen(kx) — by cos(kx))
.bo

(ax sen(kx) — by cos(kx)) — l?

»
I
—_

Il

|
N =
1=

(ax sen(kx) — by cos(kx))

~
I
_

+
N =
M=

I
L
D&
I
=

Por lo tanto,
Z ekt =20 _|_ Z ay cos(kx) + by sin(kx)) = s, (x).
k=—n =1

Por otro lado, recordando que ¢, = ﬁ [™ f(t)e~*dt, entonces tenemos

1 T _ zkx t
o | SO x=n)dr = 2”2 [ s
— ok i %/ﬂ f(t)eiiktdt

k=—
n



Por lo tanto,
kz’ Cke 27:/ 1) 1)t
n
O]

Como observacion tenemos que f y D, son funciones periddicas con periodo 27, entonces por un
simple cambio de variable obtenemos que

1

_/if(t)Dn(x_t)dt = %/jrf(x—t)Dn(t)dt.

sp(x) = 4

Lema 3.3. Sea n € N. Entonces

sen(n+1)r .
Da(t) = Sené sit #2mn,me N,
2n+1  sit=2mn,m e N.

Ademas

1 T
— D,(t)dt =1.
2775/71: ()

Demostracion. Sit = 2mm con m € N, entonces por definicién tenemos que D, () = 2n+ 1. Sea
t # 2mm con m € N, entonces

(eit o I)Dn (t) _ ei(n+1)t _eint
y si multiplicamos por e~ 2 por ambos lados de la igualdad tenemos por un lado,
.t . t
e~ (" — 1)Dy (1) = 2isen (§> Du(t)
y por otro lado,
e—i% (ei(n-‘rl)t _ e—int> = 2isen (n+ %) t

Por lo tanto,
2isen (n+ %)t _sen (n+ %)t

2isen(5)  sen(%)
Por dltimo tenemos que 5~ [, Dy (t)dt = 1 ya que

L ™ ., [ 1 sik=0,
ﬁ/_,ce di = { 0 sik0.
Definicién 3.4. Definimos el kernel de Fejér para un entero no negativo n, como :

n—l—lZ’

Lema 3.5. Sean € N. Entonces los siguientes enunciados son vélidos

Dn(t> =

i) Sit£2mm, meN,

1 1—cos(n+1)r 1 sen2 (ELN
K,(t) = = ~— >0.
n+1 1—cost n+1 senzz

15



i)
L[ dr =1
— K, =1.

27 /—77: n(t) !

iii) Si0 < 6 < |t| < &, entonces
1

0<Kt) L ———.
) (n+1)sen?

Demostracion. Tenemos
n
(" =1)("=1)(n+DK,(t) = (e"=1)(e"—=1) ) Dy(t)
k=0

_ (e—it o 1) i (ei(k+1)t o e—i(n-‘rl)t)

k=0

= i (e—zt 1>(ei(k+1)t . e_i(n+1)t)
k=0

— i(eik’ _e—i(k+1)t _ei(k+1)t —I—e_ikt)
k=0

= i(eikz _ei(k+1)t) + i(e_ik’ _ei(k+1),)
k=0 k=0

- 2_ ei(n—i—l)t . e—i(n+1);

Por la tanto,

1 2 —¢ilnt)i _ =i(n+1)t
n+1 (e7#—1)(eft —1)

1 2—2cos(n+1)t
n+1 2 —2cost

1 1—cos(n+1)t
n+1 1 —cost

2 (n+1)t
1 sen” 5+

n+1 senz%

La dltima igualdad es por trigonometria elemental. Obervamos que K,(¢) > 0y por lo tanto se cumple
(i). Por el Lema 3.3 y por la definicién de K, se sigue (ii). Por dltimo tenemos

| sen?tlM 1 1
Kn(l): 2? = 21 |t\S 20°
n+1 sen?3 (n+1)sen*5 (n+1)sen2d ™ (n41)sen?$
La dltima desigualdad se da ya que sen? % es creciente en (0, 7] y por lo tanto se cumple (iii). [

Definicién 3.6. Sea f € Cp.,[— 7, 7], definimos la n-ésima media de Cesaro de la funcién f como

1
Cn+1

on(x) : (s0(x) +s51(x) + -+ +5,(x)).

Recordando que s, son las sumas parciales de la serie de Fourier se sigue que :

6i0) = 5z | fksx—ndr =[xk (o) @

T 2n ) 2w )a
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La tdltima igualdad se sigue del hecho de que f tiene periodo 27 y por un cambio de variable.

Teorema 3.7. (Fejér) Sea f € Cp.r[—m,7]. Entonces 6, — f uniformemente en [—7, 7).

Demostracion. Por (4) basta demostrar que para cualquier funcién continua con periodo 27 definida
en el intervalo [—7, 7], la sucesién de funciones

% /Zf(r)Kn(G —1)dt

converge uniformemente a f(0) con 6 € [—x, 7]

Consideremos el espacio métrico compacto S', es decir el circulo unitario centrado en el origen
equipado con la métrica euclideana. Para cualquier punto x € S! puede ser expresado como x =
(cos 0,sen 6) donde 6 € [, 7]. Es claro que C(S') estd en correspondecia biyectiva con Cpe,|— T, 7]
por medio del mapeo f — f, donde

f(0)=f(x), x=(cosB,sen).

Sean x = (cos@,sen®) € S' y n € N consideremos la medida u* que tiene por densidad a %Kn(r).
Entonces para cualquier x € S! por el Lema 3.5. (ii) se cumple

wist) = - /7r Ky (D)dT = 1.

27

Es decir ¥ es una medida de probabilidad en S'. Por lo tanto se satisface la hipétesis (i) del Teorema
2.7. Ademis se cumple que para toda f € C(S')

1 T
[ F0)am) = 5 / ka0 - =5 [ 0=k, (). 5)

Consideremos ¢ : [0,00) — [0,00) dada por ¢(¢) = ¢>. Sean x = (cos6,sen8) y y = (cos6,sen )
puntos que pertenecen a S, por geometria elemental tenemos

x—y|> =2—2cos@cost—2senBHsenT.

Por lo tanto

[ e yPao)

2 " 2cosf [T 2senf (7
= g/_nl(n(e—’c)df_ CZO; /_ncos’CKn(O—‘L')d’L'— s;r; /_nsen’L’Kn(Q—r)dT,

Observamos que el primer término del lado derecho de la igualdad es 2, por el Lema 3.5. (ii). Por otro
lado, observamos que

1 T
E/_ﬂcos@Kn(G—r)dr

es 0,(0) cuando f(6) = cos(0) y dado que la serie de Fourier del cos(8) consiste de un tinico término
que es cos(0). Por lo tanto

1/ﬂcoseK (0 —1)dT = ! cos(0)
21 -1 " _n+1
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Por lo tanto el segundo término del lado derecho de nuestra igualdad es

De manera andloga, se tiene que el tercer término del lado derecho de nuestra igualdad es

2n

n+1sen2(6).
Concluimos
2 2
y(x) = 2—nf1 cosz(Q)—nf1 sen’(0)
= 2(1—’1’1?) (cos?(8) +sen’(0))
B 2
o+l

Por lo tanto y;, converge uniformemente a 0 en S!, entonces aplicando el Teorema 2.7 tenemos que
0, converge uniformemente a f en [, 7|.
O
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